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Soit F un corps commutatif et M une extension abelienne finie de F, de 
groupe de Galois G. On note Br(M/F) le sous-groupe du groupe de Brauer 
de F neutralise par M, c’est-i-dire le noyau de l’homomorphisme canonique 
de Br(F) dans Br(M). L’exposant dune algebre simple de centre F et de rang 
fini sur F est l’ordre de sa classe dans Br(F); son degrt? est la racine carree 
(positive) de son rang sur F. Pour tout entier m, on note Br,(F) l’ensemble 
des elements de Br(F) dont l’ordre divise m. Par definition, @Le(M/F) est le 
sous-groupe de Br(M/F) engendre par la reunion des sous-groupes Br(K/F), 
ou K parcourt l’ensemble des extensions cycliques de F contenues dans M. 
On dit que les elements de !%&(M/F) sont dkcomposb suivant M. 
Pour toute extension cyclique K de F contenue dans M, il existe un 
caractere x de G (c’est-a-dire un homomorphisme de G dans Q/Z) dont le 
noyau est le groupe de Galois de M sur K; tout Clement de Br(K/F) est alors 
de la forme (x,f), pour S E FX, en disignant par ( , ) le “symbole cyclique” 
(voir [ 10, Chap. 14, $11). On peut done aussi detinir C2A(M/F) comme 
l’image dans Br(M/F) du produit tensoriel X(G) 0 FX du groupe des 
caracteres de G et du groupe multiplicatif de F par l’homomorphisme defmi 
par le symbole cyclique. 
Le but du present article est de dlgager le role du groupe @A(M/F) dans 
la contruction des produits croises abtliens generiques, due i Amitsur et 
Saltman [2]. Le principal rbultat est la mise en evidence (au no 2) d’une 
correspondance biunivoque entre les elements du quotient de Br(M/F) par 
C3h(M/F) et les classes d’isomorphisme (sur F) des produits croises abeliens 
genlriques construits a partir de l’extension M/F. Par cette correspondance, 
la classe d’un element a de Br(M/F) est envoyee sur la classe 
d’isomorphisme d’un corps dont l’exposant est le plus petit commun multiple 
de l’ordre de a et de l’exposant de G. On montre alors que la construction, 
due a Amitsur, Rowen et l’auteur [ 11, de corps d’exposant 2 qui ne se 
decomposent pas en produits tensoriels de corps de quaternions, repose sur 
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l’existence d’extensions abeliennes M/F d’exposant 2 et de caractbistique 
differente de 2, telles que Br,(M/F) # Q&(M/F). 
Dans la Section 3, on montre que si M est une extension abelienne &men- 
taire de rang 8 de F et si L est une extension de rang 4 de F, contenue dans 
M, alors, en designant par K, , K,, K, les extensions quadratiques de F 
contenues dans L et par NM,, la norme de M sur L, le groupe quotient 
Br2(M/F)/g&(M/F) est isomorphe au quotient: 
Cela permet de retrouver la condition de [ 1 ] pour la construction de corps 
d’exposant 2 et de degre 8 qui ne sont pas des produits tensoriels de corps de 
quaternions. On trouvera dans [ 121 divers complements concernant le 
groupe quotient Br,(M/F)/~kcQ4/F) (qui y est note N2(M/F)). 
Le no 1 rappelle plusieurs rtsultats, pour la plupart connus, sur la 
cohomologie des groupes abeliens finis. D’autres exposes de ces rtsultats, 
sous une forme parfois differente, se trouvent dans l’article d’Amitsur et 
Saltman [2], dans la these de Cauchon [4, Chap. 91 et dans un article de 
Platonov [8, $41. 
1. COHOMOLOGIE DES GROUPES ABBLIENS FINIS 
Soit G un groupe abelien fini; son algebre sur Z est notee ZG. Pour le 
calcul des groupes de cohomologie, il est commode d’utiliser, lorsque G est 
cyclique, une resolution libre de Z comme G-module trivial qui depend du 
choix d’un generateur (T de G. Cette resolution est notee habituellement W: 
oti ai est la multiplication par u - 1 si i est pair, par la somme des elements 
de G si i est impair. 
Supposons a present que G soit un groupe abelien fini quelconque. Soit b 
une base de G, c’est-a-dire une famille (uJ~<~<~ d’ellments de G telle que 
l’on ait, en designant par Gi le sous-groupe de G engendre par ui: 
G=G,@..-@G,,. 
Soit Ni la somme des elements de Gi (dans ZG) et soit Wi la resolution libre 
de Z comme G,-module trivial obtenue comme ci-dessus, en choisissant oi 
comme genirateur de Gi. Le produit tensoriel des resolutions WI,..., W, est 
alors une resolution de Z comme G-module trivial. 
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Si A est un G-module, on peut calculer les groupes de cohomologie 
H”(G, A) a l’aide de cette resolution: pout tout entier m > 0, on designe par 
q(G,A) l’ensemble des familles (ail.. .i,)l(i,g.. . (i,<n d’elements de A et 
l’on definit des homomorphismes 
d,: q(G, A) --P q+‘(G, A); 
pour m f 2, ces homomorphismes sont don& par les formules suivantes: 
do(U)=((Ui- l)a),<i<n 
d*(ai)l<i<n = tbij)l<i<j<n, 
Od 
et 
bij=(Ui-I)Uj-(Uj-l)Ui pour i <j 
b (, = N,up 
d2(“U)l<i</<n = (CUk)l<i<j<k<n 
Oi 
Cijk=(ui- l)aj,-(uj- l)a,,+(o,- l)a, pour i< j<k, 
cijj = (ui - l)u, - Njuij pour i < j, 
~iij = (Ui - l)U,i + NrU, pour i < j, 
et 
Clii = (Ui - l)u,,. 
Soit q(G,A) = ker d, pour m > 0 et I$‘(G,A) = im d,-, pour m > 1. On 
pose 
et 
~(G,A)=~(G,A)/~(G,A) pour m> 1 
f$(G, A ) = ZO,(G, A 1. 
Les groupes e(G, A) ainsi detinis sont canoniquement isomorphes aux 
groupes de cohomologie Hm(G, A) d&finis a l’aide de la resolution standard. 
Pour m = 1, l’isomorphisme est induit par l’homomorphisme de C’(G, A) 
dans Ci(G, A) qui envoie une cochaine f sur la famille df(ui))rci<, et pour 
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m = 2, il est induit par l’homomorphisme de C’(G, A) dans cs(G, A) qui 
envoie la cochaine f sur la famille (a,), (iG jc, dtfinie par: 
aij = f(ai 9 Oj> - f("j 3 ai) pour i < j 
et 
aii = ” f(U, Ui), 
o‘zi 
ou Gi est le sowgroupe de G engendre par ui. 
II est commode d’associer i chaque famille (aij)l<i6j<n E Ci(G, A) le 
couple (17, B) de familles d’elements de A, avec U= ~~~~~~~~~~~~ et B = 
(b,), Gis,,, dttini par: 
bi = a,,., uii = 0, 
uij = aij pour i < j, uij = -aji pour i > j. 
Le groupe Ci(G, A) est alors identifie au groupe des couples (U, B) de 
familles d’elements de A satisfaisant les relations: 
uii = 0 et uji = -uij (1) 
Les conditions pour que (U, B) soit un cocycle s’expriment de la maniere 
suivante: 
(Ui- l)Ujk + (Uj- l)U,i+ (Uk- l)Uij=O, (2) 
(ui - I)bj = Njuij. (3) 
Pour que (U, B) soit un cobord, il faut et il suffit qu’il existe une famille 
(cJ, Gi(n d’tlements de A satisfaisant les conditions: 
Uij=(Ui- l)Cj-(Uj- I)Ci, 
bi = N,c,. 
Soit U,,(G, A) le groupe des familles U = (uij)i(,, jGn satisfaisant, outre les 
conditions (1) et (2), la relation: 
NiNjuij = 0. 
Comme cette relation est clairement une consequence de (3), l’application 
qui envoie le cocycle (U, B) sur la famille U est un homomorphisme nature1 
de Zi(G, A) dans U,(G,A); en designant par O,(G,A) le quotient de 
U,(G,A) par l’image de Bf,(G, A), on a done un homomorphisme E de 
Hi(G, A) dans a,(G, A), qui consiste a “oublier” la famille B. 
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Soit vj l’application de U,(G,A) dans Zt(G, A) qui envoie la famille 
U = (uii) sur la famille (ai) definie par: a, = N,uij. 11 est facile de verifier que 
V/j induit un homomorphisme rjij de O&G, A) dans Hi(G, A) et la relation (3) 
montre que l’image de @(G,A) dans O,(G,A) est l’intersection des noyaux 
des riij. 
Supposons a present que G soit le groupe de Galois d’une extension 
abelienne M/F de corps commutatifs. D’apres le theortme 90 de Hilbert, le 
groupe Hi(G, MX) est trivial; pour tout j, on a done: 
ker I$~ = u&G, MX) 
et I’application E dltinie ci-dessus est un epimorphisme de Hi(G, MX) sur 
U&G, MX). 
1.1 PROPOSITION. Si G est le groupe de Galois d’une extension abblienne 
M/F, le noyau de l’e’pimorphisme nature1 E de Hi(G, MX) sur D&G, MX) est 
l’image de Ht(G, FX) dans Hi(G, MX). 
Soit (U, B) E Zi(G, MX) un cocycle representant un element de ker E. 11 
existe alors une famille (c~)~ <i<n d’ellments de MX telle que: 
Uij=Oi(Cj)C,~’ ’ bj(C;‘)Cj. 
Le cocycle (U, B) est done cohomologue a (1, B’) ou 1 est la famille triviale 
(dont toutes les composantes sont egales a 1) et B’ = (b;),,i,, , avec 
b; = bi - N,(c; ‘). 
D’apres la relation (3), on a, pour tout i et tout j: 
q(b;) = bj . 
Pour tout i, l’element b; est done dans FX et (1, B’) E Zi(G, FX ); par conse- 
quent, l’image de Hi(G, FX) dans Hi(G,MX) contient le noyau de E. 
Reciproquement, si (U, B) est un cocycle de Zi(G, FX), alors 
Ni(Uij) = 1 pour tout i et tout j. 
D’apres le theoreme 90 de Hilbert, il y a une famille ( yij)lgi, j(n d’elements 
de MX tels que 
Ok(Yij) = Yij pour k#i 
et 
Oi(Yij) = uijYij* 
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On pose alors 
aj = 11 Yij 
i<j 
(en particulier, a, = 1) et un simple calcul montre que 
uij = ai(aj)ajl . oj(a; ‘)a,; 
par consequent, le cocycle (U, B) est dans le noyau de E et la demonstration 
est achevee. 
La proposition suivante montre que le groupe o,,(G, MX) ne se modifie 
pas lorsque l’on ajoute a M des indeterminees: 
1.2 PROPOSITION. Soit M une extension abt%enne jInie d’un corps F, de 
groupe de Galois G. Soit x, ,..., x, un ensemble d’indt+ermint!es indipendantes 
sur M, sur lesquelles G agit trivialement, et soit L le corps de fractions 
rationnelles M(x, ,..., x,). Par extension des scalaires, le groupe o&G, MX) 
est isomorphe d B,(G, L ” ). 
11 sufftt tvidemment de demontrer la proposition dans le cas particulier oti 
il n’y a qu’une seule indeterminee, l’enonce general s’en deduisant par 
induction. Soient done L = M(x) et E = F(x). Soit V (resp. I”) l’ensemble 
des places de E (resp. de L) triviales sur F et finies sur F[x]; soit encore D 
(resp. 0’) le groupe abelien libre engendrt par V (resp. V’). La suite exacte: 
est scindee par l’homomorphisme de EX dans FX qui envoie toute fraction 
rationnelle sur son coefftcient dominant. On en deduit la suite exacte scindee: 
I+ H,(G, F‘“) --) H;(G, EX) -+ H;(G, D) -+ 1. (4) 
Comme G agit trivialement sur D, le groupe @(G, D) est naturellement 
isomorphe i @ veYX(G), oti X(G) =Hom(G, Q/Z) est le groupe des 
caracteres de G. De meme, il y a une suite exacte scindee: 
l-H,(G,MX)-,H~(G,LX)-,H~(G,D’)jl. (5) 
Le lemme de Shapiro donne un isomorphisme nature1 entre Hi(G, D’) et 
@u,vX(G,), ou G, est le groupe de decomposition de v. En comparant les 
suites (4) et (5) au moyen des homomorphismes canoniques: y, de 
Hi(G, FX) dans Hi(G,MX), y2 de Hi(G, EX) dans H:(G, Lx) et y3 de 
@,X(G) dam 0, X(G,), on obtient un homomorphisme de coker yi dans 
coker y2. Cet homomorphisme est injectif car les suites (4) et (5) sont 
scindees; il est surjectif car y3 Vest. Comme, par la proposition 1.1, coker y, 
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(resp. coker y2) s’identifie a &(G, MX) (resp. a a,(G, L ‘)), la proposition 
est demontree. 
La fin de cette section vise a obtenir, en termes de cohomologie du 
groupe de Galois G de l’extension M/F, une description du groupe 
ge’e(M/F) dlfini dans l’introduction: nous verrons que ce groupe 
correspond, par l’isomorphisme de la theorie des produits croises, au noyau 
de l’tpimorphisme canonique E de Hi(G,MX) sur O&G, MX) ou, ce qui 
revient au meme par la proposition 1.1, a l’image de l’homomorphisme 
canonique de Hi(G, Fx) dans Hi(G, MX). 
Soit X(G) le groupe des caractkes de G et soit ki),(i(n la base de X(G) 
duale de b. Le corps M se decompose en produit tensoriel: 
M=K, @& ..a &K,, 
ou Ki est le sous-corps des elements invariants par ker xi. 
1.3 LEMME. Avec les notations pr&Pdentes, le groupe @k’c(M/F), depni 
duns Pintroduction, est le sous-groupe de Br(M/F) engendre’ par les sous- 
groupes Br(KJF), pour i = l,..., n. 
Tout element de X(G) @ FX peut s’ecrire sous la forme 
avec A E FX pour i = l,..., n. Comme ki, &) E Br(KJF) et que 59A (M/F) 
est l’image de X(G) @ FX par l’homomorphisme deduit du symbole cyclique, 
l’enonct en resulte. 
1.4 COROLLAIRE. Avec les m2mes notations que prkckdemment, soit A 
une algibre simple de centre F, contenant M et de degre’ igal au rang de M 
sur F. Pour que la classe de similitude de A soit duns CS&(M/F), il faut et il 
suffit que l’algt!bre A se d&compose en produit tensoriel d’algt?bres cycliques: 
A-A, OF .a. @,A, 
oti, pour tout i, PalgSbre A, est une algt?bre simple de centre F, contenant Ki 
et de degrP kgal au rang de K, sur F. 
Soit x E Br(F) la classe de similitude de l’algebre A. Si A se decompose de 
la maniere indiquee dans l’enonce, alors il est clair que I? E g&(M/F), car, 
pout tout i, xi E Br(KJF). Cela montre que la condition est sufftsante. Pour 
montrer qu’elle est necessaire, on suppose x E gie(M/F). D’apres le 
lemme 1.3, on peut ecrire: 
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avec ai E Br(KJF) pour i = l,..., n. Soit Ai une algebre simple de centre F, 
contenant Ki et de degre egal au rang de Ki sur F, telle que Ai = ai. Alors 
car l’algebre A et le produit tensoriel A, OF .-. OF A,, sont dans la meme 
classe de similitude et sont de meme degrl; cela achive la demonstration. 
L’isomorphisme classique entre H,(G, MX) et Br(M/F) est interpret& dans 
la theorie des produits croises abeliens developpee par Amitsur et 
Saltman [2], comme un isomorphisme naturel: 
x: Hi(G, MX) -+ Br(M/F). 
Par cet isomorphisme, la classe dun cocycle (u, B) est envoyee sur la classe 
de similitude du produit croise (M, G, U, B) qui, par definition, est le 
quotient de la somme amalgamee MeFF(z,,..., z,,) de M et de I’algebre 
associative libre en n indlterminees sur F par l’ideal engendre par les 
elements: 
Ui(m)Zi - zim pour m EM, 
zizj - uijzjzi, 
zri - b,, 
ou mi est I’ordre de ui dans G. 
1.5 PROPOSITION. Soit M une extension abelienne finie dun corps F, de 
groupe de Galois G. Le noyau de I’epimorphisme nature1 EX-’ de Br(M/F) 
sur Ob(G, MX) est @&(M/F). 
11 est facile de voir que le produit croise (M, G, U, B) se decompose de la 
maniere indiquce dans le corollaire 1.4 si et seulement si le cocycle (U, B) 
represente un Clement du noyau de E (voir [2, lemme 1.5]), d’oti la 
proposition. 
1.6 COROLLAIRE. Soit M une extension abelienne finie dun corps F. 
Soit x , ,..., x, un ensemble d’indeterminees independantes sur M; soit L le 
corps de fractions rationnelles M(x, ,..., x,) et E = F(x, ,..., x,). Le groupe 
quotient Br(M/F)/gA(M/F) est isomorphe, par extension des scalaires, h 
Br(L/E)/ge’c (L/E). 
C’est immediat, d’apres les propositions 1.2 et 1.5. 
Remarque. Lorsque le groupe de Galois G de l’extension abelienne M/F 
admet une base b de deux elements, alors le groupe o&G, MX) s’identifie 
naturellement au groupe de cohomologie &‘(G, MX). Dans ce cas, 
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l’isomorphisme induit par E entre le quotient Br(M/F)/g&(M/F) et 
Ij-‘(G, MX) permet de retrouver la presentation de Draxl de certains 
resultats de Platonov [5, p. 133; 8, Thloreme 4.171. 
2. PRODUITS CROW% ABBLIEN~ GBNBRIQuES 
Soit M une extension abelienne linie d’un corps F, de groupe de Galois G. 
On choisit une base b de G, soit b = (ui)iGiGn. A chaque famille U= 
(Uij)l<i,j<n de U&G, MX), Amitsur et Saltman [2] associent un produit 
croise abelien generique, que l’on note db(U): c’est le corps des quotients 
centraux du quotient de la somme amalgam&e M,,F(z, ,..., z,,) de M et de 
l’algebre associative libre en n indeterminees sur F par l’ideal engendre par 
les elements: 
zim - ai(m)zi pour m EM 
et 
zizj - uijzjzi. 
Dans le cas particulier oti U = 1 (c’est-a-dire: uij = 1 pour tout i et tout j), ce 
produit croise abelien generique a Cte etudie par Kuyk [7] et Van Oystaeyen 
[13, Chap. 51. 
Soit B = (bi)lcic;n une famille d’elements de MX telle que (U, B) E 
<i(G, MX). (11 en existe, car l’homomorphisme E de Hi(G, MX) dans 
U,(G, MX) est surjectif.) Le centre de db(u), que l’on note F’, est alors 
F(b;‘zy$.., b;‘zzn), oti mi est l’ordre de ui dans G. Le corps F’ est une 
extension transcendante pure de F. Le corps Jy’b(V) contient comme sous- 
corps commutatif maximal le corps compose de M et F’, que l’on note M’, et 
s’identitie au produit croise abelien (M’, G, U, B’), oti B’ est la famille 
(zT’),<~<~ (voir [2, Theoreme 2.31). 
On considere i present les classes d’isomorphisme des produits croisls 
abeliens generiques db(LI), dans le but de montrer que ces classes sont en 
correspondance biunivoque avec les elements de &(G, MX). 
Soit A une algebre sur F contenant M, isomorphe a J&U) en tant 
qu’algebre sur F. Le centre 2 de A est alors une extension transcendante pure 
de F. Soit v, un isomorphisme de db(U) sur A et soit X la famille d’elements 
de Z definie par: 
X= (p(b;lz;i)),<i<,. 
(La famille X est une base de transcendance de Z sur F.) Comme l’image de 
M’ par v, est un sous-corps de A isomorphe au sous-corps M . Z engendre 
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par M et Z, il y a un automorphisme interieur de A qui envoie q(M’) sur 
M . Z. Quitte a remplacer a, par le compose de I$ et de cet automorphisme 
interieur, on peut done supposer que q(M’) = Ma Z. L’isomorphisme cp 
induit alors un automorphisme de M, car M est la cloture algtbrique de F 
dans M’ et dans M. Z. Quitte a modifier encore 9, par le mCme raison- 
nement que precedemment, on peut supposer de plus que cet automorphisme 
est l’identite, done que a, laisse les elements de M invariants. On voit ainsi 
que le corps A est un produit croise abelien: 
A = (Me Z, G, U, B . X). 
(Dans cette formule, M . Z designe le sous-corps de A compose de M et de 
Z, tandis que B . X est le produit (composante par composante) des familles 
B et X.) 
2.1 PROPOSITION. Soit M une extension abt%enneJinie d’un corps F, de 
groupe de Galois G. Soit b une base de G et soient u(l’ et U2 des t!lt!ments 
de U&G, MX). Pour que les corps JQb(u(l’) et sBb(u(‘)) soient isomorphes en 
tant qu’algsbres sur F, il faut et il suflt que U”’ et u(” aient mZme image 
dans u&G, MX). 
La condition est nicessaire, car si A est une algebre sur F, contenant M et 
de centre Z, qui est isomorphe a db(cJ(l)) et a Jyl(cI(‘)) en tant qu’algebre sur 
F, alors 
A E (M . Z, G, @I’, B”‘X”’ ) 1: (Ma Z, G, ti2’, B(2’J?2’). 
Le produit croise (Ma Z, G, cT(1)(ti2’)-‘, B’1’X’1’(B’2’X’2’)-‘) est done une 
algebre de matrices sur Z et sa classe se decompose suivant M . Z. D’apres 
les propositions 1.5 et 1.2, les familles u(i) et u”’ ont alors la m2me image 
dans u&G, MX). 
Pour prouver que la condition est suffkante, on considere une famille 
(ai)lcicn d’elements de MX telle que: 
u!!’ = uij’ . oi(aj)aJ:’ . oj(a;‘)ai. 
lJ 
On peut alors difinir un isomorphisme de &(cI(‘)) dans jQb(ti2)) en laissant 
les elements de M invariants et en envoyant zi” sur aizj”. Cela acheve la 
demonstration. 
Pour cz E Br(M/F), on designe par Jb(a) la classe de F-isomorphisme du 
corps Jb(U), ou U est un element de U,,(G,MX) qui appartient a la classe 
&z-‘(a). 11 convient de remarquer que le centre d’une algebre de &Ja) est 
une extension transcendante pure de F, dont le degre est le nombre 
d’elements de b. Par consequent, si b et b’ sont des bases qui n’ont pas le 
meme nombre d’elements, alors, pour tout a E Br(M/F), on a: J9,(a) # 
.ds,,(a). 
4X 1.70/2~9 
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2.2 COROLLAIRE. Soient a, /I a’es &ments de Br(M/F). Pour que 
-$(a) = db(p), il faut et il su@ que a et j3 soient dans la m2me classe 
suivant 9;~ (M/F). 
Cela resulte de la proposition pricedente et de la proposition 1.5. 
2.3 PROPOSITION. Soit M une extension abt%enneJnie d’un corps F, de 
groupe de Galois G. Soit b une base de G et a un t%fment de Br(M/F). Soit 
encore A une algt!bre sur F contenant M, de centre Z, appartenant d db(a). 
L’exposant de A est alors le plus petit commun multiple de Pordre de a et de 
l’exposant de G. De plus, la classe de A dans Br(Z) se dtkompose suivant 
M . Z si et seulement si a E C&h (M/F). 
Soit (U, B) un cocycle de Zl(G, MX) tel que 
a = (M, G, U, B)-, 
ou (M, G, U, B)- designe la classe de (M, G, U, B) dans le groupe de Brauer. 
11 y a une base de transcendance X = (xi)iGiGn de Z sur F telle que 
Ap(M.Z,G,U,B.X), 
d’Oii 
ce qui montre que l’exposant de A divise le plus petit commun multiple de 
l’ordre de a et de l’exposant de G, car Van Oystaeyen [ 13, Theorime 911 a 
prouve que l’exposant de (M - Z, G, 1, X) est l’exposant de G. Par ailleurs, 
comme Z = F(x, ,..., xn), l’homomorphisme d’extension des scalaires, de 
Br(M/F) dans Br(M. Z/Z) est injectif et cette injection est scindee par 
l’homomorphisme 6 deduit de l’application de (M - Z)’ sur MX qui envoie 
tout polyn6me sur son coefficient dominant (en munissant l’ensemble des n- 
uples de nombres naturels de l’ordre lexicographique; voir la suite (4)). 11 est 
clair que S(z) = a, car (M . Z, G, 1, X)” E ker 6; par consequent, en notant 
m l’exposant de A, on a 
am = 1 
et done aussi 
(Me Z, G, 1,X)-m= 1, 
ce qui prouve que m est un commun multiple de l’ordre de a et de l’exposant 
de G et acheve de dtmontrer l’assertion relative i l’exposant de A. D’apres la 
proposition 1.5, la classe de (M . Z, G, 1, X) se decompose suivant M . Z. 
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Par consequent, pour que la classe de A se decompose suivant M . Z, il faut 
et il suffit que a @ Z se decompose suivant M . Z; cette condition est remplie 
si et seulement si a E ka&(M/F), d’aprts le corollaire 1.6. 
2.4 COROLLAIRE. On conserve Ies notations introduites dans l’knonce’ de 
la proposition pr&t!dente et Pon suppose de plus que le groupe G est abe’lien 
&mentaire d’exposant 2 et que le corps F n’est pas de caractkristique 2. 
Pour que le corps A soit d’exposant 2 et ne se dtkompose pas en produit 
tensoriel de corps de quaternions, ii faut et il sufJit que a soit dans Br,(M/F) 
mais non dans 63&(M/F). 
D’apres le corollaire 1.4, si la classe de A se decompose suivant M . Z, 
alors A est un produit tensoriel de corps de quaternions. Reciproquement, si 
le corps A se decompose en produit tensoriel de corps de quaternions, alors 
la proposition 3.2 de [ 1 ] indique que sa classe se decompose suivant M . Z. 
Le corollaire se deduit alors de la proposition 2.3. 
3. EXTENSIONS AB~LIENNES D'EXPOSANT 2 
Dans cette section, M dtsigne une extension abilienne finie d’un corps 
commutatif F de caracteristique differente de 2, dont le groupe de Galois G 
est abllien elementaire d’exposant 2. On note Jy(M/F) le groupe quotient: 
JV(M/F) = Br,(M/F)/@&(M/F). 
D’apres le corollaire 2.4, si [M : F] = 2” et si M”(ikf/F) est non trivial, il y a 
des corps d’exposant 2, de degrt 2”, dont le centre est une extension transcen- 
dante pure de F, de degre n, qui contiennent un sous-corps commutatif 
maximal abelien Clementaire rnais ne se decomposent pas en produit tensoriel 
de corps de quaternions. Cette assertion admet une sorte de rlciproque pour 
le degre 8: d’apres un theoreme de Rowen [9, Theoreme 6.21, tout corps D de 
centre F, d’exposant 2 et de degre 8, contient un sous-corps commutatif 
maximal M qui est une extension abllienne elementaire de F; si D ne se 
decompose pas en produit tensoriel de corps de quaternions, alors h’“(M/F) 
n’est Cvidemment pas trivial. 
11 est clair que si [M : F] = 2, alors N(M/F) = 1. Si [M : F] = 4, on a 
tgalement N(M/F) = 1, d’apris le theoreme d’Albert suivant lequel tout 
corps d’exposant 2 et de degre 4 se decompose en produit tensoriel de corps 
de quaternions. (11 n’est cependant pas difficile d’en donner une 
demonstration directe, qui n’utilise pas le theoreme d’Albert ni les produits 
croises abeliens generiques: voir [ 11 I.) 
On se proposei present d’etudier le groupe &M/F) pour [M : F] = 8, 
dans le but de montrer que la condition indiquke par Amitsur, Rowen et 
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l’auteur [ 1, Theoreme 3.51 pour la construction de corps d’exposant 2 et de 
degre 8 qui ne se decomposent pas en produit tensoriel de corps de 
quaternions est Cquivalente a la non-trivialitt du groupe J’(M/F). 
3.1 LEMME. Soit L/F une extension abe’lienne t%!mentaire de rang 4, de 
caractt+istique dlQj%frente de 2. Soient K, , K,, K, les extensions quadratiques 
de F contenues dans L. L’image de Phomomorphisme de corestriction, de 
Br(L/K,) dans Br(F), est Br(K,/F) n Br(K,/F). 
L’image de Br(L/K,) dans Br(F) est contenue dans Br(K,/F), car le 
diagramme suivant, oti les fleches horizontales sont les homomorphismes de 
corestriction. est commutatif: 
WK,) - BW) 
I I 
BrW - Br(K,). 
(61 
11 en est evidemment de meme pour K, ; il ne reste done qu’a prouver que 
tout element de l’intersection de Br(K,/F) et de Br(K,/F) est la corestriction 
d’un element de Br(L/K,). 
Soit a2 (resp. a3) un Clement de Fx - FX2 qui est un carre dans K, (resp. 
K3). Tout element de Br(K,/F) (resp. Br(K,/F)) peut alors se mettre sous la 
forme (a*, x/F) (resp. (a3, x/F)) pour x E FX, en designant par ( , /F) le 
symbole quaternionien sur F. Si a E Br(K,/F) n Br(K,/F), alors il y a des 
elements x2, x3 de FX tels que 
a = (a,, x2/F) = (a3, x3/F), 
et l’on peut trouver y E FX tel que 
a = (a,, ~$9 = (a3, Y/F) 
(voir [I, Lemma 6.31); comme (a2a3, y/F) = 1, il y a un element z de K, tel 
we 
Alors 
a = Cor(a,, z/K1), 
ce qui demontre le lemme. 
3.2 LEMME. Soit L/F une extension abkiienne &mentaire de rang 4, de 
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caracteristique dtflerente de 2. Soient K, , K,, K, les extensions quadratiques 
de F contenues dans L. La suite 
Br,(f’) -, Br,(L) + Br,(K,) 0 Br,(K,) 0 Br,(K, 1. 
ozi la deuxidmeJlkhe est la somme des homomorphismes de corestriction, est 
exacte. 
D’apres un theoreme d’Arason [3, Corollaire 4.61, on sait que le noyau de 
la corestriction de Br,(L) dans Br,(K,) est l’image de Br,(K,) dans Br,(L). 
Si a est un element de Br,(L) dont les corestrictions dans Br,(K,), Br,(K,) et 
Br,(K,) sont triviales, il existe done /? E Br,(K,) tel que a =/3 @ L; la 
commutativite du diagramme (6) entraine: 
Co@) E Br(K,/F) 
et de meme, on a: 
Co@) E Br(K,/F). 
Le lemme 3.1 indique qu’il y a dans Br(L/K,) un element y, qui est 
necessairement d’ordre 1 ou 2, puisque L est une extension quadratique de 
K, , tel que 
Car(y) = Co@). 




et le lemme est demontre. 
Remarque. Le lemme 3.2 est analogue a un theoreme d’Elman, Lam et 
Wadsworth concernant le groupe de Witt [6, Theoreme 2.101. 
3.3 PROPOSITION. Soit M/F une extension abelienne elementaire d’ex- 
posant 2 et de rang au moins &gal ci 4; soit L une extension de rang 4 
de F contenue dans M et soient K,, K,, K, les extensions quadratiques de F 
contenues dans L. Soit f la somme des corestrictions: 
J Br,(M/L) + @ Br,(Ki) 
et g l’homomorphisme dextension des scalaires: 
g: C9&(M/F) + Br,(M/L). 
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Le groupe N(M/F) est isomorphe, par extension des scalaires de F 6 L, au 
quotient ker f/im g. 
D’apres le lemme 3.2, il est clair que l’homomorphisme d’extension des 
scalaires induit une surjection de J’“(M/F) sur ker f/im g. 11 suflit done de 
prouver que si a E Br,(M/F) est tel que a @L E im g, alors a se decompose 
suivant M. 
Par hypothese, il existe j3 E gtb(M/F) tel que a @p E Br,(L/F). Comme 
L est de rang 4 sur F, on a Jy(L/F) = 1, par consequent a @ p se decompose 
suivant L et done aussi suivant M. Ainsi, a E gid(M/F) et la demonstration 
est ache&e. 
3.4 'COROLLAIRE. Soit M/F une extension abklienne eWmentaire de rang 
8; soit L une extension de rang 4 de F contenue dans M et soient K, , K,, K, 
les extensions quadratiques de F contenues dans L. Le groupe N(M/F) est 
isomorphe d un quotient de sous-groupes de LX: 
-WWF) = 0 WY . K,,Dfx)) 
[i 
[FX . k,,#fx)l. 
Soit a un element de FX qui est un carre dans M mais non dans L. L’en- 
semble des x E Lx tels que (a, x/L) = 1 est alors N&M’) et tout element a 
de Br,(M/L) s’ecrit sous la forme 
a = (a, x/L), 
l’element x E L ’ ltant determine de man&e unique par a, modulo 
N,,,(M’). Dans Br,(K,), on a: 
- 
Cork4 = (a, hK IWKl 1. 
Pour que Car(a) soit trivial, il faut et il suffit, d’apres le lemme 6.2 de [l] 
(voir aussi [ 12, Lemme 2.6]), que x E KF . NM,L(Mx). Ainsi, a est dans le 
noyau de l’homomorphisme f detini dans 1’CnoncC de la proposition 
precedente si et seulement si 
Par ailleurs, l’image de g est l’ensemble des elements de la forme (a, y/L), 
avec y E FX ; par consequent, a E im g si et seulement si 
Le corollaire en rlsulte. 
x E FX . N,,,(M’). 
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La condition citee dans [ 1, Theoreme 3.51, a savoir: 
est done clairement equivalente a la non-trivialite de M(M/F). 
D’apres le theorime 5.1 de [ 11, si F est un corps de fractions rationnelles 
en une indeterminee x sur le corps des nombres rationnels et si M est l’ex- 
tension de F obtenue en adjoignant des racines carrees de -1, de x et de 
x2 + 1, alors X(M/F) n’est pas reduit a l’element neutre. (On peut calculer 
que dans ce cas le groupe X(M/F) contient deux elements.) 
Pour tout entier positif r, soit M, le corps de series formelles iterees sur le 
corps M defini ci-dessus: 
Mr = M((x,)) ..a ((x,>>, 
et soit 
Fr = F((x:N . . - (Cd>. 
L’extension MJF, est abilienne elementaire de rang 2’t3 et l’on peut 
montrer [ 12, Corollaire 6.31 que le groupe N(M,./F,) est naturellement 
isomorphe b Jtr(M/F) et qu’il est done non trivial. Pour tout entier n > 3, il 
existe done des corps de degre 2” et d’exposant 2 qui ne se decomposent pas 
en produit tensoriel de corps de quaternions, d’apres le corollaire 2.4. 
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